
定理 11.1　行列Aについて，次は同値である：

(a) rankA ≥ k

(b) Aに含まれる k次の小行列式 (注 1)のなかに 0でないものが存在する．

(証明) 一般に，行列 (a1 a2 · · · ak )は
　 (i) ある列の何倍かを他の列に加える
　 (ii) 列どうしを入れ替える
という操作により階段行列にすることができる (注 2)．それを (a1

′ a2
′ · · · ak′ )と書くことにする．

また，正方行列に対して上の (i),(ii)の操作を行っても，行列式の値は符号を除いて変わらないこと
にも注意しよう．

rankA ≥ kとすると，Aに含まれる列からなる k個の一次独立なベクトルの組 {a1, a2, . . . ,ak }を
とることができる．このとき，行列 (a1 a2 · · · ak )を上の操作 (i),(ii)により階段行列 (a1

′ a2
′ · · · ak′ )

にしたとき，一次独立性により ak
′ ̸= 0である．よって，(a1

′ a2
′ · · · ak

′ )は 0でない k次の小行
列式を含むから，もとの行列 (a1 a2 · · · ak )が，従って Aが 0でない k次の小行列式を含むこと
になる．

逆に，rankA < k とすると，A に含まれる列からなる k 個のベクトルの組 {a1, a2, . . . , ak }
を任意にとると，この組は一次従属であるから，行列 (a1 a2 · · · ak ) は上の操作 (i),(ii) により

(a1
′ a2

′ · · · 0 )という形にできる．よって，この行列に含まれるすべての k次の小行列式が 0であ

ることから，Aに含まれるすべての k次の小行列式は 0であることがわかる．
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(注 1) Aの k次の小行列式とは，Aのいくつかの行と列を取り除いて得られる k次正方行列の行列式をいう．

(注 2) 例えば，A =


0 1 2 1
1 1 −1 0
2 2 −2 0
−2 −1 0 1
2 3 3 1

 に (i),(ii)の操作を施すことにより階段行列に変形してみよう：
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
0 1 2 1
1 1 −2 0
2 2 −4 0
−2 −1 2 1
2 3 1 1

 →


1 1 2 0
0 1 −2 1
0 2 −4 2
1 −1 2 −2
1 3 1 2



→


1 0 0 0
0 1 −2 1
0 2 −4 2
1 −2 0 −2
1 2 −1 2

 →


1 0 0 0
0 1 0 0
0 2 0 0
1 −2 −4 0
1 2 3 0


この変形により rankA = 3とわかるが，最後の形の第 4列がすべて 0となっていることから Aに含ま
れる 4次の小行列式はすべて 0であり，同じく最後の形で Aは 0でない 3次の小行列式を含むことが
わかる．実際，第 1，第 2，第 4行に着目すると，Aから第 3，第 5行，および第 1列を取り除いて得

られる 3次の小行列式は

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
1 −2 0
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 4( ̸= 0)となる．



定理 11.2　行列Aとその転置行列 tAの階数は一致する：rankA = rank tA

(証明) rankA = kとすると，前定理より，Aに含まれる小行列式のうち，k + 1次以上のものはす

べて 0であり，k次のものの中に 0でないものが存在する．ところが，行列式の値はその転置行列

の行列式の値と等しいので，tAに含まれる小行列式についても同じことが言える．従って，再び前

定理より rank tA = kである．


